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EXERCICE1l dn=4,dm=4, n<metu, > Uy, quelon
peut aussi écrire sous la forme 3ng =4, Amy =4, ng <
Mo et Up, > Uy, .

EXERCICE 2 1. 1l s’agit de choisir 2 étudiants parmi
48 étudiants (un ensemble de deux étudiants : il
n'y a pas d’ordre, pas de premier délégué et de

deuxieme délégué), donc (428) = 48%47 possibilités.

2. 27 choix possibles pour choisir une déléguée fille,
21 choix possibles pour choisir un délégué garcon,
donc 27 x 21 possibilité.

3. 48 choix possible pour choisir un délégué, 47 choix
possible pour choisir un suppléant (le suppléant
ne peut pas étre le délégué), donc 48 x 47 pos-
sibilités (ici, il y a un ordre, il s’agit d'un couple
"délégué-suppléant").

4. Choix d'un premier délégué : 48 possibilités, choix
de son suppléant : 47 possibilités, choix d'un
deuxieme délégué : 46 possibilités, choix de son
suppléant : 45 possibilités. Ainsi, si on consideére
que les couples sont ordonnés (un premier délé-
gué et son suppléant, un deuxiéme délégué et son
suppléant), il y a 48 x 47 x 46 x 45 possibilités. Mais
en fait, ils ne sont pas ordonnés : il faut donc di-
viser par 2 (une méme possibilité couples (A, B)
et (C, D) a été comptée deux fois : premier couple
(A, B) et deuxieme couple (C, D) ainsi que premier
couple (C,D) et deuxiéme couple (A4,B)). Il y a

donc 8x4746x45 possibilités.
0<j<n .. 0<i<n
EXERCICE 3 . ] ©0=sj=<is=ne .
j<i<n O0=j=i

d’'oti, par interversion de sommes, Z].:OZ?:]. (;) =
n i i _ n i N1j1i-j — n i _
YioLie() = EioXi (VI = XL,a+ D' =
. n+1 PPN
Y2 = % =2"*1 1, d’apres la formule du binome
puis d’apres la somme des termes d'une suite géomé-
trique de raison 2 # 1.

EXERCICE 4 1. (a) f estdéfiniesurR (le dénomina-
teur ne s’annule pas car 1 + x2=1>0).

(b) Par quotient de fonctions dérivables dont le
dénominateur ne s’annule pas, on a f déri-
vablesurRet Vx>0, f'(x) = (13%)2 >0. f est
donc croissante sur R,.

() Vx =20, f(x) —x = %—x = x2_+;'x2) =
; fxz (-x%+x—1) < 0 (et s'annule seulement
pour x = 0). En effet, la fraction est positive
etle polyndme — X2 + X — 1 a un discriminant
A < 0 et est donc toujours du méme signe, ce-
lui du coefficient dominant, c’est-a-dire né-

gatif.

2. Pour n=0o0n a uy = a > 0; soit n € N tel que
up = 0, on a, en composant par f croissante sur
R, uns1 = f(uy) = f(0) = 0. D’ouy, par récurrence,
VneN, u,=0

3. Ona, puisque VneN, u, =20, upy1 — Uy = f(uy) —
U, <0.D’ou (uy), est décroissante.

4. (uy), est décroissante minorée par 0 donc
converge vers [ = 0.

5. VneN, uy+1 = f(uy), d'ou, par passage a la limite
etcontinuité de f,ona f (/) = [. 0 étantle seul point
fixe de f, on a donc nécessairement [ = 0.

EXERCICE 5 1. (a) In est définie sur R}, il s’agit
donc de montrer que (u,), est bien définie et
VneN, u, >0.
ug = b>0d ol uy est bien défini et ugy > 0.
Soit n € N tel que u; bien défini et u; > 0.
Alors U, = u% est bien défini (le dénomina-
teur ne s’annu’fe pas) et u,,+1 >0 (car a > 0).
On a donc par récurrence (i), est bien défi-
nieetVneN, u, >0dou (w,), est bien dé-
finie.

(b) VreN, wye1 = In(upyyer) = ln(u%) = In(a) -

In((un)?) =In(a) - 2In(uy) = In(a) - 2w, (1).
(c) On cherche a € R vérifiant
a=In(a)-2a (2).

On a donc 3a = In(a) et donc a = 24

3
De plus, en soustrayant (1) — (2) on obtient

léquation VneN, w41 —a = -2(w, — ).




EXERCICE 6

D’ou (z,), définie par Vn e N, z, = w, —
a est une suite géométrique de raison —2,
douVvneN, z, = (-2)"zp = (=2)"(wo— @) =
(=2)"(In(up) — @) = (-2)"(In(b) — @) et donc
VneN, wy,=z,+a=(-2)"(In(b)—a)+a=
(-2)"(In(b) - @) 4 In@

2. VneN, u, =exp(w,) = exp [(—2)"(ln(b) - m%) +

=exp[(—Z)”ln(b)]exp[—(—2)”1‘1% exi ln%]
"4 (L 1 p-2" 1 (-2)
:b (=2) 3 a3 :aiia(_g)n =das3 (a_%) .
NB Ya>0, VbeR, a’ =exp(bln(a)).
(@) SoitneN, S, = - )Zk(ln(b)_lnéa))Jrl

— (ln(b) _ ln(a) ) ZZ:() (_1)2k22k + Z;'Clzo lnéa) .

Or ln(“) ne dépend pas de I'indice de somma-
tion Ic etla somme comporte n—0+1=n+1
termes, de plus (-1)%¢ = 1 et 22F = 2k =

4k On a alors S,, = (ln(b) In “)) k:04k

(n+ 1)ln 4 par somme des termes d’une
suite geometrique de raison 4 # 1, on ob-
tient S,, = (ln(b) ln(“)) 14 4 ! +( + 1)111;“) =

(ln(b) ln(a )

+(n+1)

NB Pour tout n € Neta # 1, X, ak =
1-g"*! _ 1-"terme d’apres”
lI-a — 1-"raison"

(b) Vn e N, Py = [I}_uzx = [I}_,exp(way) =

exp [ZZ:O w2k] =exp(Sy) =exp [4'l+;_1 ln(b)]

4 n+l
exp [— 5 ln(a)] exp[Tln(a)]
gn+l_y _4n+171 n+l LH_4"+171 gn+l_y
=b 3 a 9 a3 =a 3 9 3
3n+3-4F1y1 g4+l 443p-4ntl gntl_y
=a 9 3 =a 9 b 3
1. u3 =1=0dolu u; est bien défini et
u; =0.

Soit n € N* tel que u, est bien défini et u; = 0. On
aalors n+1+u, = 0. Or x — /x est définie sur
R, d’olt uy41 = vn+1+ uy estbien défini. De plus,
X +— /x étant a valeurs dans R,, on a u,,.1 =0.
D’ou, par récurrence, pour tout n € N*, u, est bien
défini et u, = 0.

NB Dans ce type de récurrence, il faut intégrer
dans ’hypothése de récurrence u, = 0 (ou autre
condition sur u,) afin que, dans I'hérédité, v,
soit a sont tour bien défini.

In(a)

3

n(a)

3

Lup=1<2V1=2.

Soit n € N* tel que u, < 2y/n. Par croissance de
x — x sur Ry, on a alors uy41 = vVn+1l+u, <
vVnr+1+2y/n.
Montrons 'inégalité (1) : \/n+1+2y/n <2vn+1.
Ona(l)e0<+vn+1+2yn<2vVn+1

© n+1+2yn<4(n+1) par stricte crois-
sance de x — x? sur R,.
On obtient donc (1) © 0<2yn<3n+3 o 4n=<
Bn+32=9n?+2n+1) ©9In’>+14n+9=0 (2).
Or le polynéme 9X? + 14X +9 a pour discriminant
A =14? — 4 x 92 = 4(7? - 9) < 0. Ainsi, le polynéme
n'admet pas de racine réelle et est donc toujours
du méme signe, celui de son coefficient dominant.
Or 9 > 0 d’ou1 le polyndme est toujours positif.

D’otl1 (2) est vérifiée d’ou (1) aussi. D’ou finalement
Uni1=Vn+1+2y/n<2vVn+1.

D’ol, par récurrence, Vn e N* uy,

=2yn.

. D’apresl.et2.,onaVneN*0<u, <2yn.

En divisant par v/n > 0 (pour n € N*), on obtient

VnEN*OS\L;—%Sz.Lasuite(ﬂ

est minorée
\/ﬁ) neN*

et majorée donc bornée.
a,, il suffit de
montrer que, si on peut diviser par a, (non nul

4. NB Pour montrer que u; -~
n—+oo

Un
a partir d'un certain rang), hm —=1.

Vnz2, de = Vi o 14 e

un 1 Vn-l up Un—1
OrVnz, = n\/nf,ona(\/ﬁ)n2
vn-— 1
bornée car (\"7) Iest. De plus lim
—+00 n

lim —

n—+oo \/_

Un—1
n—1 ~
n—+o00

D’olu

= 0 (car, par puissance d’équivalent,
lim
n—

Vn).

+o00
produit d'une suite tendant vers zéro et d'une
suite bornée. On a donc, par composition de

= 0 par

limites, lim -V = 1, c'est-a-dire
n

lim —=14d’ ~ .

niIPm \/_ d'ott n—-+oo v

NB Si (a;)nen €st bornée et lim b, = 0 alors
n—+oo

ngm anb, =0.

Eneffet, AM e RVneN |a,| <M

dou Vn € NO < |apbyl = |layllb,l < M|by,| par
multiplication par |b,| = 0. nLiIPoob" =0 dou
nlll}]oo |byl = 0. On a donc par théoreme des gen-

darmes lim |a,b,|=0etdonc lim a,b, =0.
n—+oo n—+oo



